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 ٢

 :باچهدي

در دنياي اطراف ما وضعيت هاي فراواني وجود دارند که مي توان توسط نموداري متشکل از يک                   

مجموعه نقاط به علاوه خطوطي که برخي از اين نقاط را به يکديگر متصل مي کنند به توصيف                      

د اين خطوط وابسته به نوع ارتباط اين نقاط که دو طرفه يا يکطرفه باشد مي توان                   .  آنها پرداخت 

 .ساده يا جهت دار بوده و بر طبق چنين تقسيم بندي اي، گرافهاي ساده و جهتدار بوجود آيد

گرافهايي که در عمل با آنها برخورد مي کنيم غالباً ساختاري بسيار عمومي داشته و مساله اصلي                     

مي يافتن الگوريتمي براي حل کاراي مساله بهينه مرتبط با آنهاست که در اين ميان شبکه ها سه                    

 .درخور توجه داشته و آگاهي از تکنيکهاي شبکه اي داراي ضرورتي جدي است

 گراف سوداري است که عناصرش به صورت فعاليت ها و پيشامدها بيان مي                 networkشبکه يا   

 فرايندهاي جزئي يا بخش هايي از کار هستند که قسمت هايي از               activitiesفعاليت ها يا    .  شود

 دستيافت هاي مراحل     eventsپيشامدها يا   .  متناظر با آنها هستند    )  durations of time(زمان  

 .جداگانه فرايند يا رخداد مراحل جداگانه انجام اند که در تناظر با لحظه هاي زمان قرار مي گيرند

نقش تکنيکهاي شبکه اي، نمايش، تحليل و بهينه کردن روند فرآيندهاي پيچيده است و همانند بنا                  

 .ي بزرگي است که از چندين فرآيند جداگانه تشکيل شده اندکردن ساختمان ها

طرح زمان پايان و زمان هاي مياني و جستجوي زمانهاي          :  اهداف تکنيکهاي شبکه اي عبارتست از       

اضافي براي فرآيندهاي جزئي، تعيين سودمندترين دنباله فرآيندهاي جزئي براي کوتاه کردن زمان               

و )  control system(ري از ظرفيت، گسترش دستگاه کنترل        کل، کاهش هزينه و اصلاح بهره گي       

 .محدوديت مسئوليت و غيره
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 ٣

اگر فعاليت ها و پيشامدها را با يالها و گره هاي شبکه مربوطه نمايش داده باشيم آنگاه شبکه ما،                       

 . استevent-oriented networkجهتدار يا -شبکه اي پيشامد

 توسط گره ها و استقلال فعاليت ها را با کمک يال ها             بالعکس اين مطلب آنست که اگر فعاليت ها       

 . استactivity-oriented networkجهتدار يا -نشان دهيم آنگاه شبکه ما، شبکه فعاليت

به طور معمول وابستگي فعاليت ها عبارت است از اين واقعيت که پيش از آغاز يک فعاليت بايد                     

 .فعاليت قبلي پايان يافته باشد

 

John E Beasley                 استاد رشته تحقيق در عمليات دانشگاه برونل لندن غربي، و يکي از 

 به  OR-Notesاعضاي جامعه تحقيق در عمليات انگلستان در مجموعه مقالاتي تحت عنوان            

 .بيان مسائلي در اين حيطه از نظريه گرافها پرداخته است
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 ٤

 فــهــرســت

 ۵ ......................................................................................................................مقدمه 

 ۷ ..............................................................................................شکل گيري يک نظريه   

 ۹ .............................................................. .....................................پيمايش درخت ها     

 ۱۶ .........................................................................................................طراحي شبکه  

 ۲۱ ......................................................................................................مسائل اقليدسي  

 ۲۵ .............. ......................................................................................کوتاه ترين مسير    

 ۲۷ ...............................................................................برنامه ريزي مالياتی چند مليتي       

 UG......................................................  ۳۰ ۱۹۹۵مثال هايي از نظريه گراف و آزمون         

 UG......................................................  ۳۳ ۱۹۹۱مثال هايي از نظريه گراف و آزمون         

 UG..... ................................................. ۳۵ ۱۹۸۵مثال هايي از نظريه گراف و آزمون         

 ۳۹ ........ .....................................................................................مثالي از نظريه گراف   

 ۴۱ ....................................................................................................................فرجام 
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 ٥

 :مقدمه

بطور آشکار  .  بطور کلي نظريه گراف با مسائلي سروکار دارد که داراي ساختار شبکه اي مي باشند                

 :هر گراف از موارد زير تشکيل شده است

 رئوس يا گره ها که مجموعه اي از نقاط مي باشند ) الف

نوع غيرجهتدار . رده و ممکنست جهتدار يا غيرجهتدار باشند      کمان ها که نقاط را به هم متصل ک        )  ب

 .آن را پيوند يا يال مي گويند

 :مثالي از گراف بصورت زير مي باشد

 

 
 

به .  ي سروکار دارد که داراي يک ساختار طبيعي شبکه اي مانند هستند            نظريه گراف عموماً با مسائل    

 :عنوان مثال

شبکه راه هاي يک کشور که در آن شهرها يا چهارراه ها در نقش گره ها و يال هاي                          -

 .گراف، همان جاده ها مي باشند
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 ٦

شبکه ارتباطي و سيستم مخابراتي  که در آن هر مرکز مخابرات همانند رئوس اين گراف                   -

 .مل کرده و خطوط ارتباطي بين مراکز نقش يال ها را بر عهده خواهد داشتع

 شبکه هاي کامپيوتري -

شبکه مالياتي در گردش     (برنامه ريزي مالياتي چند مليتي يا تغييرات ارزهاي خارجي                -

 )کشور

در چنين مواردي، مساله کمترين هزينه شبکه موجود، از جمله مسائلي است که با نظريه گراف                     

 .ط مستقيم دارد و در اين شاخه از رياضيات مورد بحث قرار مي گيردارتبا

 که در اين درس مورد بحث قرار مي گيرد            1کمترين هزينه شبکه جاري   بد نيست توجه کنيم که       

 .نمونه اي از يک مساله با ساختار شبکه اي است

ه اي از يک گراف     اين شبکه نيز نمون   .  برخي از شما ممکنست اين مقاله را تحت وب مطالعه کنيد           

است که در آن فايل ها و مستندات نقش رئوس را بازي کرده و لينک ها و پيوندهاي بين مستندات                    

 .در نقش يال ها ظاهر خواهند شد) که با کليک کردن روي آنها از جايي به جاي ديگر مي رويد(

                                                 
1 http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/or/netflow.html 
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 ٧

 :شکل گيري يک نظريه

 لئونارد اويلر در پي     ۱۷۳۶در سال   .  اردنظريه گراف در تاريخ رياضيات کلاسيک قدمتي طولاني د         

 .حل مساله پل هاي شهر کونيگسبرگ در آلمان، اين نظريه را بنيان نهاد

در اين مساله برخي از افراد شهر مي خواستند با پيمودن تمام پل هاي موجود بر روي رودخانه                      

 . و عدم طي کردن بيش از يک بار يک پل به نقطه اوليه خود بازگردند1پرگل

 
 Mac Tutor2نقشه شهر کونيگسبرگ از آرشيو کتاب تاريخ رياضيات 

 

؟ شکل زير نقشه اين     کمي فکر کنيد و ببينيد آيا مي توانيد به همان نتيجه اي که اويلر رسيد برسيد                

آيا .  شهر را بصورت ساده شده نشان مي دهد و در آن تنها رودخانه و پل ها نمايش داده شده اند                      

                                                 
1 Pregel 
2 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/index.html 
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 ٨

فکر مي کنيد کسي مي تواند با گذشتن از تمام هفت پل و بدون عبور از پلي تکراري به جاي اوليه                      

 خويش بازگردد؟

 
که براي حل مسائل نظريه گراف به کار مي           الگوريتم هايي   (حوزه الگوريتم ها در نظريه گراف        

، 2 از دانشکده مديريت امپريال کالج لندن      1 با کارهاي نيکوس کريستوفيدز    ۱۹۷۰در نيمه دهه    )  روند

 .شهرت يافته و از آن زمان تا کنون روزبروز بر شهرتش افزوده مي شود

 يک جواب نزديک به      توضيح آنکه الگوريتم کريستوفيدز يک الگوريتم ابتکاري براي پيدا کردن            

 .3جواب بهينه، براي مساله فروشنده دوره گرد است

در اين مقاله ما به دو مساله از نظريه گراف توجه مي کنيم که در آن پيمايش درخت ها و يافتن                         

کوتاه ترين مسير بطور جزئي و دقيق و نگاهي اجمالي به مساله برنامه ريزي ماليات چند مليتي                      

 .مدنظر است

 . مراجعه کنيد4لات بيشتر در زمينه نظريه گراف مي توانيد به ساير منابع معرفي شدهبراي مقا

                                                 
1 Nicos Christofides 
2 http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb 
3 http://www.nist.gov/dads/HTML/christofides.html 
4 http://www.math.fau.edu/locke/graphthe.htm 
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 ٩

 :پيمايش درخت ها

يک زير گراف پيوسته و غير حلقه اي  از گراف که تمام رئوس آن را در برگيرد را پيمايش                    :  تعريف

 .1آن گراف يا درخت گويند

 حلقه چاه نفتي دريايي     ۴ده شده در شکل زير      در دياگرام نمايش دا   .  اکنون به مساله زير توجه کنيد     

 حلقه چاه در اين ميدان نفتي بايد        ۴اين  )  ۵راس  (و يک پايانه نفتي ساحلي      )  ۴ تا   ۱رئوس  (داريم  

 .با کمک خطوط لوله به يکديگر و همچنين به پايانه نفتي ساحلي متصل گردند

کمک يال هاي اين گراف نمايش       خطوط لوله مختلفي که مي تواند ايجاد شود در دياگرام زير با               

کدام .  داده شده است و هزينه ايجاد هر يک از اين خطوط لوله نيز در کنار آن يال ذکر شده است                     

 يک از اين خطوط لوله را براي ساختن پيشنهاد مي کنيد؟

 
بديهي است که اين مثال خاص نمونه کوچک و ويژه اي از يک سري عمومي تري از اين مسائل                     

 )همانند آنچه در بالا نشان داده شده است. (ها را گراف مي نامنداست که آن

                                                 
1 http://www.nist.gov/dads/HTML/spanningtree.html 

milad
http://www.MafshinM.com



 ١٠

 :آن خطوط لوله اي که مورد استفاده ما مي باشد بايد داراي ويژگي هاي زير باشند

 .هزينه تمام شده شبکه خطوط مورد استفاده کمترين مقدار ممکن باشد -

 .تمام نقاط به يکديگر متصل شده باشند -

توجه داشته باشيد که    .   ناميده مي شود   SST(1(کوتاهترين پيمايش درخت      اين مساله به نام مساله    

 نيز گاهي به جاي اصطلاح کوتاهترين پيمايش درخت          MST(2(واژه کوچکترين پيمايش درخت     

 .به کار مي رود

 

درختي با کمترين وزن ممکن در يک گراف وزندار که شامل تمامي رئوس آن گراف باشد                 :  تعريف

 3.مي نامند) SST (MSTپيمايش درخت يا ) تاهترينکو(را کوچکترين 

به عنوان مثال يکي از مسيرها و ساختارهاي ممکن براي حل اين مساله، اتصال تمام نقاط اين                       

اما با کمي دقت متوجه مي شويم       .   است ۱-۵ و   ۵-۴ و   ۴-۳ و   ۳-۲ و   ۲-۱گراف از طريق يال هاي      

ديگر وجود دارد که از نظر هزينه تمام شده           که ساختارهاي ديگري براي اتصال اين نقاط به يک          

به عنوان مثال يکي از اين ساختارها از حذف يکي از يال             .  (کمتر از هزينه ساختار فوق الذکر است      

 باز  ۱-۵-۴-۳-۲-۱اين گفته بدين معناست که با بر هم زدن حلقه           .  هاي اين حلقه، بدست مي آيد     

 )يگر برقرار مي باشدهم شرايط مساله براي اتصال تمام نقاط به يکد

 

 :نکات قابل توجه در حل اين مساله به شرح زير است

 . يال خواهد بودn-1 راس جواب نهايي داراي nبراي گرافي با  -

                                                 
1 Shortest Spanning Tree 
2 Minimal Spanning Tree 
3 http://www.nist.gov/dads/HTML/minimumSpanningTree.html 
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 ١١

 است به آساني     1راه حل مساله با کمک گرفتن از الگوريتمي که منسوب به کروسکال                -

 ) توسعه داده شد۱۹۵۰اين الگوريتم در نيمه دهه . (بدست مي آيد

 SSTساختار نهايي بدست آمده، کوتاهترين پيمايش درخت مربوط به گراف مورد نظر يا                -

 .آن گراف نام خواهد داشت

ما در ذيل اين مقاله توجه خود را به الگوريتم کروسکال براي پيدا کردن کوتاهترين پيمايش درخت                 

 .از گراف مربوطه، معطوف خواهيم نمود

 

افزودن يال هايي با     :  وريتم کروسکال به شرح زير مي باشد         راس، الگ  nبراي گرافي با     :  تعريف

کمترين هزينه را تا آنجايي ادامه دهيد که علاوه بر اجتناب از پديد آمدن حلقه يا دور در گراف                       

 . يال نيز اضافه شودn-1مزبور، 

 .شدتوجه کنيد که الگوريتم کروسکال براي گرافهايي به کار مي رود که يال هاي آن غيرجهتدار با

براي گرافي که در بالا نشان داده شده است، الگوريتم کروسکال را به کار مي بريم و از کوتاهترين                    

 :و خواهيم داشت) يالي با کمترين هزينه(يال آغاز مي کنيم 

 تصميم   هزينه   يال

 اضافه کن به درخت   ۲   ۱-۵

 اضافه کن به درخت   ۳   ۱-۲

 اضافه کن به درخت   ۳   ۱-۴

 ۱-۴-۵-۱حذف بدليل تشکيل مدار    ۴   ۵-۴

 ۱-۲-۵-۱حذف بدليل تشکيل مدار    ۵   ۵-۲

 اضافه کن به درخت   ۶   ۲-۳

                                                 
1 Kruskal 
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 ١٢

 نياز  SSTو اين تمام چيزي است که براي بدست آوردن يک           !   يال توقف کن   ۴بدليل افزوده شدن    

 .داشتيم

 و با   ۳-۲ و   ۴-۱ و   ۲-۱ و   ۵-۱ گرافي که در بالا نمايش داده شد شامل يال هاي              SSTبنابراين  

 . در پايين نمايش داده شده استSSTاين .  واحد پولي مي باشد۱۴هزينه نهايي 

 
در به کار گيري الگوريتم کروسکال گاه با حالت هايي مواجه مي شويم که در آن دو يا چند يال                       

در .   کرد داراي هزينه يکسان بوده و قيمت تمام شده ما با انتخاب هريک از آنها تغييري نخواهد                   

هاي مختلف  SSTزيرا براي يک مساله ممکن است       .  چنين موقعيتي انتخاب کدام لينک مهم نيست      

اما توجه داريم که با     .  هاي مختلف نتيجه انتخاب يال هاي مختلف است       SSTوجود داشته باشد و     

ند انتخاب هريک از اين يالها هزينه بدست آمده در پايان کار، کمترين مقداري است که مي توا                     

 .بدست آيد

 . مانند زير حل شود1مساله اي که در بالا توضيح داده شد مي تواند توسط يک بسته نرم افزاري

                                                 
1 http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/or/software.html 
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 ١٣

 :نخستين جدول شامل اطلاعات ورودي ما به اين برنامه است

 

 

 

 

 ها معادل با رئوس اين گراف بوده و خانه هاي جدول هزينه هاي لازم براي                    Nodeکه در آن    

 .نفت را نشان مي دهدايجاد خطوط انتقال 

نتيجه تحليل نرم افزار بر روي اين داده ها و اجراي الگوريتم کروسکال بر روي گراف، بصورتي که                  

 :مي بينيد، داراي خروجي زير خواهد بود

 

 

 

 واحد پولي، رديف دوم بيانگر      ۳رديف اول بيانگر انتخاب اتصال راس اول به راس دوم با هزينه               

 واحد پولي، رديف سوم بيانگر انتخاب اتصال          ۶ به راس سوم با هزينه        انتخاب اتصال راس دوم   

 واحد پولي و رديف چهارم بيانگر انتخاب اتصال راس اول به             ۳راس اول به راس چهارم با هزينه        

 . واحد پولي مي باشد۲راس پنجم با هزينه 

 واحد  ۱۴بکه،  آخرين رديف نشان دهنده آنست که کمترين هزينه تمام شده ممکن، براي اين ش                 

 .پولي مي باشد

اين است که اين نکته بايد در نظر         )  در موارد عملي  (محدوديت اساسي در لوله کشي شبکه مزبور         

گرفته شود که برخي لوله ها نفت بيشتري حمل مي کنند و بنابراين قطر بيشتري داشته و گرانترند                    

 )در هر واحد طولي(
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ان حجم نفتي که بايد حمل کند، داراي تفاوت قيمت           همچنين يک شبکه لوله کشي، وابسته به ميز        

اما ما نمي دانيم که هر لوله خاص چه ميزان نفت را حمل خواهد کرد تا آن زمان که                     .  خواهد بود 

 .در مورد کل شبکه تصميم گيري کنيم

 راهي براي مساله طراحي خطوط لوله بطور تجربي           SSTاستفاده مجدد و تکراري از محاسبات        

 :به طور نمونه ما بايد براي هر خط لوله، قيمتي را در نظر بگيريم، سپس . ندفراهم مي ک

 . را حل کنيمSSTمساله  -

 .حجم نفتي که در هر خط لوله بايد حمل شود را بدست آوريم -

 .با همان روند سابق هزينه خط لوله را تنظيم و تعديل کرده و مجدداً کار را تکرار کنيم -

 

 :ير مي باشدساير مشکلات موجود بصورت ز

 مخلوط شدن نفت با درجه هاي کيفيتي مختلف -

 گازهاي خروجي از چاه هاي نفتي -

 استفاده از کمپرسورها براي حفظ فشار در لوله هاي انتقال  -

 .مشکلات جغرافيايي و سياسي براي کشيدن خطوط لوله از مسيرهايي که مورد نظر ماست -

يب در يکي از خطوط لوله يا يکي از         آسيب پذيري بالاي شبکه نسبت به ايجاد نقص يا آس          -

 راس هاي اين گراف

 متغير بودن نفت استخراجي از چاه ها در بازه هاي زماني مختلف در طي سال -

 

 در شبکه لوله     ۱۹۶۰ در طراحي شبکه خط لوله، در اوايل دهه             SSTکاربرد پيشرفته مدل هاي      

اين طراحي نشان مي دهد که      .  اشتکشي خليج مکزيک بود که ذخيره ده ها ميليون دلار را در پي د             
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 مسائل نظري خوش خيم، مي توانند همانند آجرهاي سازنده اي براي حل مسائل                ORچگونه در   

 .تجربي پيچيده باشند
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 :طراحي شبکه

مسائلي اين چنين،   .  مسائل مذکور مي توانند به عنوان مسائل طراحي شبکه مورد توجه قرار گيرند              

و متمايز و يک سري اتصال بين اين نقاط بوجود آمده اند و                 معمولا از يکسري نقاط مشخص       

هدف آنها يافتن يک طراحي مناسب براي اتصال اين نقاط به يکديگر با کمترين هزينه ممکن و                     

 .برآورده شدن تعدادي شرط و ضابطه مساله مي باشد

. توجه است امروزه اين مسائل داراي اهميت زيادي بوده و بطور خاص در صنعت ارتباطات مورد                

در ساده ترين انواع آنها نقاط يا رئوس داده شده است و هر اتصال بين اين نقاط وابسته به ميزان                       

هدف اصلي اين مسائل، يافتن پاسخ اين سوال است که           .  استفاده از آنها داراي هزينه اي مي باشد        

 پيوستگي شبکه، بدست    کدام اتصال ها بايد برقرار شود تا کمترين هزينه ممکن در کنار اطمينان از              

 . در ارتباط استSSTاين مساله بوضوح از جمله مسائلي است که با . آيد

 :عوامل ديگري که در اين ميان مي تواند رخ دهد چنين است

جريان هاي مشخصي که بين هر جفت از رئوس و ظرفيت هاي مشخصي که براي هر                     -

 .خط لوله وجود دارد

ه باشيم که همان پيوستگي را در صورت آسيب ديدن          ممکنست ما به شبکه اي احتياج داشت       -

 .يک اتصال داشته و آن را حفظ کند

 

 :به طور کلي ما مي توانيم دو نوع اتصال يا همبندي براي گراف تعريف کنيم

 است اگر حداقل تعداد رئوسي که بايد حذف           kيک گراف داراي همبندي راسي مرتبه         •

 . تا باشدkکنيم تا گراف ناهمبند شود 

milad
http://www.MafshinM.com



 ١٧

 است اگر حداقل تعداد يالي که لازمست حذف           kک گراف داراي همبندي يالي مرتبه        ي •

 . تا باشدkشود تا گراف ناهمبند شود 

به .   يا تعداد بيشتري بخش جدا از هم تبديل شود         ۲منظور از ناهمبندي آنست که گراف باقيمانده به         

 ۱ و همبندي يالي مرتبه       ۱ مذکور در مثال پيشين داراي همبندي راسي مرتبه             SSTعنوان مثال   

 .است

 :براي مساله خط لوله اي که به آن توجه کرديم و مجدداً آن را در پايين نمايش داده ايم

 
  چيست؟۲شبکه اي با همبندي يالي مرتبه  -

يک پيمايش رئوس که در آن       .  (هر مداري مي تواند يک جواب اين مساله باشد           •

اين مدار داراي همبندي يالي مرتبه      )  شدهيچ يالي بيش از يک بار مورد استفاده نبا        

 . است۲

  چيست؟۳شبکه اي با همبندي يالي مرتبه  -

که همبندي    .  ۲-۱يکي از پاسخ ها در نظر گرفتن شبکه اوليه است، بدون يال                 •

 . دارد۳يالي مرتبه 
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  چيست؟۲کمترين هزينه تمام شده مربوط به شبکه اي با همبندي يالي مرتبه  -

اما اين يک سوال معتبر است و       !  نمي دانم :  اين سوال اينست  پاسخ بسيار ساده به      •

ممکنست با تعمق و تفکر بيشتر بر روي ساختار اين شبکه بتوانيم پاسخ آن را                   

 .بدست آوريم

: شبکه اي با کمترين ميزان آسيب پذيري نسبت به يال هاي آن کدامند؟ به عنوان مثال                     -

 شبکه اي با بيشترين مرتبه همبندي يالي؟

ن شبکه با کمترين ميزان آسيب پذيري نسبت به ايجاد نقص در يال هاي آن                بهتري •

يعني در واقع   .  شبکه اي است که تمام اتصال هاي ممکن آن برقرار شده باشد              

 .براي هر دو نقطه اي که امکان ايجاد اتصال باشد اين کار انجام شود

نسبت به ايجاد   بنابراين جايگزين آشکاري براي شبکه اي با کمترين ميزان آسيب               

، برقراري تمام اتصال    )که البته گرانترين شبکه موجود خواهد بود        (نقص در يال ها      

 . واحد پولي خواهد بود۴۸هاي ممکن است که هزينه آن بالغ بر 

 

يکي از مسائل طراحي شبکه که در ارتش ايالات متحده رخ داد مساله سيم کشي مجدد يک کشتي                   

 مراکز ارتباطي داده شده در درون اين کشتي کدام شبکه از خطوط               در اين مساله براي   .  جنگي بود 

ارتباطي بايد ايجاد شود تا در برابر حملات متشابه از سوي دشمن، ارتباطات داخلي اين ناو جنگي                  

 محفوظ و برقرار بماند؟

عکس اين مساله نيز در خور توجه است و آن ايسنت که يک شبکه را مورد آسيب قرار دهيم و                        

 م آيا شرايط مزبور رخ مي دهد يا خير؟ببيني
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به عنوان مثال براي شبکه اي مانند زير که عدد نوشته شده در کنار هر يال ، هزينه مربوط به حذف                      

 از  ۱آن يال را نشان مي دهد، کدام يال را بايد از شبکه خارج کنيم تا با کمترين هزينه ممکن، منبع                      

  جدا شود؟۸مقصد 

 
 

 . شکل بعدي نشان داده شده استجواب اين مساله در 

، که هزينه هر يال     کمترين جريان ممکن  اين جواب مي تواند از حل اين مساله به عنوان يک مساله              

 .به عنوان ظرفيت آن لينک در نظر گرفته مي شود، بدست آيد

 . را ببينيد1»شبکه جريان ها«براي اطلاعات بيشتر در مورد مساله بيشترين جريان ها 

                                                 
1 http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/or/netflow.html 
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 . جدا کرده ايم۸ را از مقصد ۱رين هزينه ممکن ، منبع با کمت
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 مسائل اقليدسي

توجه داشته باشيم که الگوريتم کروسکال فقط براي مسائلي به کار نمي رود که در آن ها يال هاي                     

 ).مانند مثالي که در بالا ذکر شد. (بين رئوس بطور صريح داده شده باشد

ل اقليدسي از نوعي که در پايين نشان داده شده است نيز به              اين الگوريتم همچنين براي انواع مسائ     

 )که در آن هر جفت از نقاط مي توانند به يکديگر متصل شوند. ( کار مي رود

 
 .اکنون الگوريتم کروسکال را براي گرافي که در بالا نمايش داده شده به کار مي بريم

 :ست به صورت زير مي باشد براي نقاطي که در بالا نشان داده شده  اy و xمختصات 

    مختصات        نقطه

 )۰و۳( ١

 )۰و۱( ٢

 )۴و۴( ٣

 )۴و۰( ٤

 )۸و۶( ٥
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       مختصات        نقطه

 )۹و۴ ( ٦

 )۱۰و۴( ٧

 )۱۲و۲( ٨

 )۸و۱۲( ٩

 )۱۰و۱۲( ١٠

 )۷و۱۵( ١١

 :اکنون الگوريتم کروسکال را با شروع از کمترين طول ممکن به کار مي بريم

 تصميم    طول    لينک

 اضافه شود    ۱    ۶-۷

 اضافه شود    ۲    ۱-۲

 اضافه شود    ۲    ۹-۱۰

 اضافه شود    ۵    ۵-۶

 اضافه شود    ۸    ۷-۸

 ۵-۷-۶-۵تشکيل مدار ! ابطال    ۸    ۵-۷

 اضافه شود    ۱۰    ۹-۱۱

 ۶-۸-۷-۶تشکيل مدار ! ابطال    ۱۳    ۶-۸

 اضافه شود    ۴    ۳-۴

 اضافه شود    ۱۷    ۱-۳

 ۲-۴-۳-۱-۲مدار کيلتش!ابطال    ۱۷    ۲-۴

 . نشان داده شده در شکل صفحه بعد ادامه مي دهيمSSTو اين روند را تا زمان رسيدن به 

 واحد خواهد بود و لينک هاي زير را در              ۸۲/۳۱ داراي طول نهايي      SSTتوجه داريم که اين      

 :برخواهد داشت

 ۵-۹  و  ۵-۳    و۳-۱  و  ۴-۳  و  ۱۱-۹  و  ۸-۷  و  ۶-۵  و  ۱۰-۹  و  ۲-۱  و  ۶-۷
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 ما به طور ضمني اين فرض را داريم که فقط مي توانيم               SSTتوجه داريم که در مسائل اقليدسي        

 .رئوس گراف را از طريق رئوس موجود به هم متصل کنيم

کوتاهترين اما اگر اجازه داشته باشيم که رئوس تازه اي به گراف اضافه کنيم آنگاه ما به دنبال                        

 . نام خواهد داشترئوس استينرو اين رئوس تازه ،  هستيم درخت استينر

 

نقطه اي که بخشي از گراف نبوده و ما تنها آن را براي ساخت درخت استينر به گراف                      :  تعريف

 .1اضافه مي کنيم نقطه يا راس استينر نام دارد

که در يک گراف وزندار غيرجهتدار يا براي نقاطي در فضا، درختي با کمترين وزن ممکن                 :  تعريف

 را بهم متصل کرده باشد، درخت استينر نام         -که ترمينال ناميده مي شوند    -که آن نقاط مشخص شده      

 . 2دارد

                                                 
1 http://www.nist.gov/dads/HTML/steinervertx.html 
2 http://www.nist.gov/dads/HTML/steinertree.html 
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 SSTتوجه داريم که ما رئوسي را به گراف اضافه مي کنيم که با افزودن آنها به جوابي برسيم که از                     

 .مزبور داراي هزينه تمام شده کمتري باشد

 است،  1 گراف و تعيين تعداد آنها و نيز موقعيت آنها که عملي دشوار            در حين افزودن نقاط استينر به     

خوبست اين نکته مد نظر قرار گيرد که در مسائل اقليدسي هر راس استينر داراي سه لينک در                       

 . درجه خواهد بود۱۲۰اطراف خودش با زواياي 

يم که رئوس استينر    اکنون اگر رئوس گفته شده را اضافه کرده و حاصل کار را ترسيم کنيم مي بين                 

 . واحد کاهش داده اند۸۹/۳۰ واحد به ۸۲/۳۱طول مجموع را از 

توجه داريم که ممکنست رئوس ديگري نيز موجود باشد که با افزودن آنها به درخت، طول                        

 .مجموع، باز هم کمتر از اين مقدار شود

 
 .نقاط استينر در دياگرام بالا با کمک علامت ضربدر مشخص شده اند

                                                 
1 http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/jeb.html#steiner 
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 اهترين مسيرکوت

در اين دياگرام عدد کنار هر يال طول آن را نشان مي دهد با داشتن اين                 .  به دياگرام زير توجه کنيد    

  موجود است، اين سوال طرح مي شود که براي            ۵ به راس    ۱فرض که راهي براي رفتن از راس         

  کوتاهترين مسير کدام است؟۵ به راس ۱پيمايش از راس 

 
مونه کوچکي مي توانيم با جستجو و بررسي کردن و شمردن تمام                  بوضوح در مورد چنين ن      

اما اگر گراف بسيار بزرگتر باشد ديگر اين        .   جواب مساله را بيابيم    ۵ و   ۱مسيرهاي ممکن بين راس     

 !رويکرد عملي نخواهد بود

 در گراف هايي که داراي يال هايي با طول های نامنفي هستند ، الگوريتمي براي يافتن کوتاهترين                  

 توسعه داده شد روشي     ۱۹۶۰ در اوايل دهه     1اين الگوريتم که توسط ديجسکترا    .  مسير وجود دارد  

براي حل اين مسائل بدون شمردن ضمني تمام مسيرهاي ممکن بين رئوس خواسته شده را به                     

 .  مي باشدبرنامه ريزي پوياالگوريتم فوق بر مبناي روشي به نام . دست مي دهد

بلکه از يک بسته نرم افزاري      .  ز کردن بر اين الگوريتم و توضيح آن را نداريم         ما در اينجا قصد تمرک    

 . در گراف مزبور استفاده مي کنيم۵ و ۱براي يافتن کوتاه ترين مسير بين رئوس 

                                                 
1 Dijsktra 
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 : براي گرافي که در بالا نشان داده شده بصورت زير است1ورودي و خروجي اين بسته نرم افزاري

 

 

 

 

 به اين نرم افزارورودي هاي داده شده 

 

 

 

 خروجي گرفته شده از اين نرم افزار

 Auto route Express2نمونه اي از مجموعه نرم افزاري مفيد براي الگوريتم کوتاهترين مسير،               

 .است که شامل نقشه گرافيکي شبکه جاده هاي انگلستان است

ه اي براي ماشين هاي حمل و       به کار بردن الگوريتم کوتاه ترين مسير، ما را قادر مي سازد تا برنام              

نقل باری با توجه به کوتاه ترين مسير ممکن و کوتاه ترين زمان توقف بين دو ايستگاه بين راهي                      

 .طراحي کنيم

اين کار با تقسيم جاده ها به قطعات و نسبت دادن سرعت مشخصي براي خودرو در هر قطعه از                      

 .جاده ميسر است

براي انجام محاسبات اين کار توسط کامپيوترها ، بايد بگوييم           براي ارائه ايده اي جهت زمان لازم         

که يافتن کوتاهترين مسير بين دو نقطه دلخواه از نقشه جاده هاي انگلستان در کسري از ثانيه ميسر                   

 .و ممکن است

                                                 
1 http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/or/software.html 
2 http://www.microsoft.com/autoroute/ 
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 برنامه ريزي مالياتي چند مليتي

 براي يک شرکت چند      براي طرح ريزي مساله مالياتي چند مليتي، ما بايد از يک مثال ساختاري               

 .استفاده کنيم) مثلا مانند اين که در پايين نشان داده شده است(مليتي 

يک شرکت دارايي آلماني و سه شرکت تابعه که در ژاپن و هنگ کنگ و سنگاپور قرار دارند را در                     

 .نظر مي گيريم

 

 

 

 

 

 

 

 

 گاپور و ژاپننمايي از شرکت دارايي آلماني و سه شرکت تابعه آن در هنگ کنگ و سن

اقتصاد جاري بين اين سه شرکت و آنچه براي ما مورد توجه است مي تواند در سه محور زير بطور                    

 :خلاصه چنين بيان شود

 )که بايد به سهامداران پرداخته شود(سود سهام  -

 )که براي فرآيند توليد و اجازه فعاليت بايد پرداخته شود(حق امتياز و بهره برداري  -

 ) وام يا قرضناشي از(بهره  -
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وقتي يک چرخه مالي و اقتصادي بين اين شرکت ها رخ مي دهد ، براي شرکت هاي تابعه که در                      

به عنوان مثال مقدار مالياتي که هر کدام از         (کشورهاي مختلف هستند رفتارهاي مالياتي هر شرکت        

 .م مي شودبر اساس روابط اقتصادي حاکم بين آن دو کشور تنظي) اين شرکت ها بايد بپردازد

هر جفت از اين کشورها داراي رفتارهاي مالياتي متفاوتي هستند که بدون واسطه ، امکان سرمايه                   

 .گذاري و حجم نقدينگي در گردش را بالا مي برد

به عنوان مثال پرداخت مستقيم بهره هاي ناشي از وام هاي پرداختي يا قرض ها توسط شرکت                      

اما اگر همين   .  ه نظر مالياتي اشتباه و به ضرر شرکت باشد         ژاپني به شرکت آلماني ممکنست از نقط      

مبلغ بطور غيرمستقيم و از طريق انتقال به شرکت هنگ کنگي و سپس انتقال آن از شرکت هنگ                     

 .کنگي به شرکت آلماني، پرداخت شود سودآوري براي شرکت را در پي داشته باشد

نقاط اضافي به اين مساله مي توانيم منجر به          فوق الذکر مي بينيم با افزودن        SSTهمانطور که براي    

 .اين نقاط نافع و سودمند در غالب موارد به گراف ما افزوده مي شوند. کاهش هزينه ها شويم

به عنوان مثال مي شود براي يک گردش اقتصادي تعدادي از مناطق امن اقتصادي و مالياتي معروف                 

مورد استفاده قرار داد و مبالغ فوق الذکر را از کشور            و شناخته شده مانند هلند، يا جزاير برمودا را           

 .ژاپن با کمک کشور واسطه ديگري به کمپاني آلماني رساند

 :ايده فوق الذکر بر مبناي موارد زير مي تواند توسعه يابد

مسير اقتصادي بين کشورها به نحوي انتخاب شود که بالاترين سود را از نظر رفتارهاي                   -

 .ن کشورها ، نصيب شرکت کنداقتصادي و مالياتي آ
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 ٢٩

مثلا هزينه  .  نوع خدمات اقتصادي شرکت هاي تابعه در کشورهاي مختلف تغيير يابد                -

خريدن سهام توسط يک شرکت در يک کشور ، به شرکت ديگري در کشور ديگر براي                   

 .کسب حق الامتياز تخصيص داده شود

 ثابتي را براي خود       براي کسب بهترين نتايج اقتصادي و مالي ، شرکت ساختار نسبتا                -

 .باشد... برگزيند، که مي تواند متشکل از سهامداران و وامداران و 

 

از آنجايي که رفتارهاي مالياتي بسيار پيچيده بوده و قابليت تبديل شدن به يک مجموعه از فرمول                   

ين ها براي تحليل آنها در مدل هاي تحقيق در عمليات را ندارد ، برخي برنامه هاي پويا براي ا                       

 .منظور در نظر گرفته شده است

 . آغاز شد۱۹۷۰قابل ذکر است که فعاليت در اين زمينه در اواخر دهه 

بنابراين اکنون اين امکان فراهم شده است که بطور خودکار به توليد بهترين مسير براي يک جريان                  

زاري به عنوان يک نتيجه، بسته هاي نرم اف           .  خاص اقتصادي بين دو کشور مشخص بپردازيم         

 .کامپيوتري وجود دارد که مي تواند مشاور و ياور خوبي براي مساله برنامه ريزي چند مليتي باشد

توجه داريم که يکي از اصطلاحات برانگيزاننده و ترغيب کننده سرمايه گذاران براي سرمايه گذاري               

ف بودن از    در يک کشور، در مساله برنامه ريزي ماليات چند مليتي، اجتناب از ماليات و معا                     

 .پرداخت ماليات است
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 UG ۱۹۹۵مثال هايي از نظريه گراف و آزمون 

 را  H به پالايشگاه    Gو  ...   و   B و   A چاه   ۷شرکتي قصد ايجاد خطوط گاز رساني جهت اتصال          

 :خطوط لوله ممکن و هزينه هر کدام در ليست زير ذکر شده است. دارد

 هزينه   خطوط لوله
AB    23 
AE    17 
AD    19 
BC    15 
BE    30 
BF    27 
CG    10 
DE    14 
DF    20 
EH    28 
FG    11 
FH    35 

کدام خط لوله را با توجه به جدول فوق الذکر پيشنهاد مي کنيد و هزينه نهايي خطوط لوله                           

 پيشنهادي شما چقدراست؟
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 ٣١

 

 : راه حل

لگوريتم کروسکال و شروع از      با به کار بردن ا     .  گراف مزبور را در شکل صفحه قبل مي بينيد           

 :خواهيم داشت) کمترين هزينه(کوتاهترين مسير 

 تصميم  هزينه  پيوند

CG  ۱۰  اضافه شود 

FG  ۱۱  اضافه شود 

DE  ۱۴  اضافه شود 

BC  ۱۵  اضافه شود 

AE  ۱۷  اضافه شود 

AD  ۱۹  تشکيل مدار ! ابطالADE 

DF  ۲۰  اضافه شود 

AB  ۲۳  تشکيل مدار ! ابطالABCGFDE 

BF  ۲۷  تشکيل مدار ! ابطالBFGC 

EH  ۲۸  اضافه شود 

 راس  ۸ يال به گراف اضافه شد و اين تمام آن چيزي است که ما براي گرافي با                   ۷زيرا  !  متوقف شو 

 .نياز داريم

 پوند مي باشد و ساختار آن مطابق شکل صفحه          ۱۱۵ بدست آمده داراي هزينه نهايي       SSTبنابراين  

 :بعد مي باشد
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 UG ۱۹۹۱ال هايي از نظريه گراف و آزمون مث

براي گراف نمايش داده در زير، تمام مقادير هر مرحله از الگوريتم را براي رسيدن به کوتاهترين                    

اعدادي که در کنار هر يال وجود دارد بيانگر فاصله آن جفت از                .  پيمايش درختي، محاسبه کنيد   

 .نقاط مي باشد

 
 :راه حل

با .  پس الگوريتم کروسکال را به کار مي بريم       .  تاهترين مسير در گراف هستيم    ما مجبور به يافتن کو    

 :خواهيم داشت) کمترين هزينه(شروع از کوتاهترين مسير 

 تصميم  طول  پيوند

AC  ۱  اضافه شود 

CD  ۲  اضافه شود 

CE  ۳  اضافه شود 

AD  ۳  بدليل تشکيل مدار ! ابطالA-C-D-A 

DB  ۴  اضافه شود 

EG  ۴  فه شوداضا 

milad
http://www.MafshinM.com



 ٣٤

AB  ۵  بدليل تشکيل مدار ! ابطالA-D-B-A 

GF  ۵  اضافه شود 

 راس به آن نياز     ۷ گرافي با    SST يال ايجاد شد و اين تمام چيزي است که براي            ۶زيرا  !  توقف کن 

 .داريم

SST است۱+۲+۳+۴+۴+۵=۱۹ مزبور در شکل زير نشان داده شده و داراي طول مجموع . 
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 UG ۱۹۸۵ و آزمون مثال هايي از نظريه گراف

 است که داراي    H و   G و   F و   E و   D و   C و   B و   A کارگاه در موقعيت هاي       ۸شرکتي داراي   

 :مختصات اقليدسي به شرح زير مي باشند

A : ( 5 0 , 4 0 )    B : ( 9 0 , 1 0 ) 

C : ( 5 0 , 7 0 )    D : ( 5 0 , 8 0 ) 

E : ( 9 0 , 5 0 )    F : ( 3 0 , 8 0 ) 

G : ( 5 0 , 2 0 )    H : ( 1 0 , 6 0 ) 

اين کارگاه ها قرارست با کمک خطوط تلفن استيجاري شرکت مخابراتي انگليس به يکديگر متصل               

 . پوند در هر سال براي هر کيلومتر است۵۰هزينه اجاره يک خط تلفن بين دو نقطه . شوند

زيرا خطوط مستقيم را    .  طول خطوط مورد نظر بر حسب مختصات اقليدسي آنان قابل محاسبه است           

يک پيغام بين يک کارگاه به کارگاه ديگر تنها از طريق خطوط استيجاري منتقل               .  در نظر مي گيريم   

خواهد شد و اگر لازم باشد از آنجا بوسيله مرکز مخابراتي که در محل برخورد خطوط تعبيه شده                    

 .است به خط ديگري انتقال مي يابد

کمترين .  مي توانند در خود کارگاه ها وجود داشته باشند         فرض کنيد که مراکز انتقال تنها         -١

هزينه ممکن براي خطوط استيجاري چقدر است و اين شبکه به چه صورت بايد ايجاد                   

 شود؟

اگر مراکز انتقال پيام را بشود در هر کجاي صفحه اقليدسي جاي داد، يک مرکز تلفن براي                   -٢

 کاهش هزينه پيشنهاد دهيد

 . بالا بحث کنيد۲ و ۱ن شبکه هاي تلفني ايجاد شده در موارد در مورد نقايص موجود بي -٣

 

 :راه حل
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 :موقعيت هاي مورد اشاره در زير نشان داده شده است

 
پس با به کار گيري      .  باشيم)  SST(ما بايد در پي يافتن کوتاه ترين پيمايش براي اين درخت                

 :الگوريتم کروسکال و شروع از کوتاه ترين مسير خواهيم داشت

 تصميم  طول  يوندپ

CD  ۱۰   اضافه شود 

DF  ۲۰  اضافه شود 

AG  ۲۰  اضافه شود 

CF  ۵۰۰  بدليل تشکيل مدار ! ابطالDFCD 

FH  ۸۰۰  اضافه شود 

AC  ۳۰  اضافه شود 

BE  ۴۰  اضافه شود 
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AD  ۴۰  بدليل تشکيل مدار ! ابطالADCA 

AE  ۱۷۰۰  اضافه شود 

 براي يک   SST تمام چيزي است که براي بدست آوردن           يال اضافه شد و اين      ۷زيرا  !  توقف کن 

  راس به آن نياز داشتيم۸گرافي با 

SST                   گراف مزبور در شکل زير نمايش داده شده است و توجه داريم که مي توانستيم به جاي GB 

 . استفاده کنيمAEاز 

 
 

 .پوند خواهد بود ۷۷/۹۴۷۵ برابر با SSTهزينه مجموع اين 

زودن راس اضافه يا همان راس استينر باشيم يکي از حالت هاي ممکن براي چنين               اگر ما به دنبال اف    

 :راسي در شکل پاييني نمايش داده شده است
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 .در اين گراف دو راس استينر با علامت ضربدر مشخص شده اند

 درجه بوجود آمده    ۱۲۰توجه کنيد که در رئوس استينر بين سه يالي که به هم رسيده اند زواياي                   

 . پوند است۲۱/۹۰۰۹هزينه گراف نشان داده شده در شکل بالا تقريبا برابر با . است

 

 :نقايص اساسي شبکه خطوط تلفني بالا بصورت زير است

 )يعني الزاماً روي يک مسير مستقيم نباشند(خطوط تلفن به هر جا که بخواهيم بروند  -

 . آسيب پذير استاين شبکه نسبت به ايجاد نقص در يکي از رئوس يا يال ها بسيار -

در حالتي که رئوس استينر را اضافه مي کنيم بايد هزينه مراکز انتقال اضافي را در برابر                      -

 .صرفه جويي هايي که از اين شبکه عايدمان مي شود در نظر بگيريم
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 مثالي از نظريه گراف

 :براي گراف نشان داده شده در شکل زير کوتاه ترين پيمايش اين درخت را بيابيد

 
 : اه حلر

 يال  n-1 راس کافي است تا تنها       nالگوريتم کروسکال را به کار مي بريم که در آن براي گرافي با               

 .را با شرط عدم ايجاد مدار در گراف، به آن اضافه کنيم

 :بنابراين اگر يال ها را با توجه به افزايش طول آنها مرتب کنيم خواهيم داشت

 تصميم  طول  يال

 اضافه شود   ۱  ۱-۳

 اضافه شود  ۲  ۲-۳

 اضافه شود  ۲  ۲-۵

 ۲-۵-۳بدليل تشکيل مدار ! ابطال  ۳  ۳-۵

 اضافه شود  ۳  ۴-۵
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 اضافه شود  ۳  ۵-۶

 ۲-۵-۴-۳بدليل تشکيل مدار ! ابطال  ۴  ۳-۴

 اضافه شود  ۴  ۵-۷

 راس به آن    ۷ گرافي با    SST يال اضافه شد و اين تمام چيزي است که براي              ۶زيرا    !  توقف کن 

 .اج داشتيماحتي

 : بصورت زير خواهد بودSST واحد خواهد شد و اين ۱۵ بالا برابر با SSTمجموع طول 
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 :فرجام

 بيانگر  SSTبررسي هاي به عمل آمده در زمينه به کارگيري الگوريتم کروسکال در حل مسائل                   

يتم کروسکال با   آنست که در تمام اين مسائل که غالباً در تناظر با يک گراف قرار مي گيرند، الگور                 

افزودن يال ها به تعداد يکي کمتر از تعداد رئوس و با شروع از يال داراي کمترين طول يا کمترين                     

هزينه و با شرط عدم پديد آمدن دور در گراف، منجر به تشکيل درختي مي شود که تمام رئوس                      

 .شدگراف را در بر مي گيرد و هزينه نهايي آن نيز در کمترين مقدار ممکن مي با

استفاده از الگوريتم کروسکال در مسائلي که ساختار گرافي داشته و در آنها به دنبال کاهش هزينه و                  

صرفه جويي هستيم با لحاظ کردن پاره اي از ملاحظات مربوط به هر مساله، منجر به بهينه سازي                    

 .مساله براي کسب حداقل هزينه ها مي شود

ير آسيب پذيري شبکه در برابر ايجاد نقص در هر يک از يال              البته در اين ميان بايد موارد مهمي نظ       

 . ها يا هر يک از رئوس را نيز در نظر گرفت

گاهي افزودن رئوس استينر به گراف ، باعث کاهش طول نهايي آن مي شود اما در چنين شرايطي                    

جاد يک مرکز   بايد اين نکته را از نظر دور نداشت که هر راس استينر در عالم واقعيت متناظر با اي                   

ديگر است و بايد بررسي هاي لازم بعمل آيد که آيا با کاهش طول گراف و ايجاد يک مرکز جديد                     

صرفه جويي قابل توجهي اتفاق مي افتد؟ چرا که گاهي ممکن است هزينه ايجاد يک مرکز جديد                   

ودآوري بيشتر از هزينه صرفه جويي شده براي کوتاه کردن طول مسيرها باشد که در اين ميان س                    

 .وجود نخواهد داشت

الگوريتم کروسکال و الگوريتم هاي مشابه ديگري نظير الگوريتم کريستوفيدز براي دست يابي به                

 .جواب بهينه در گراف ها بوجود آمده و همچنان در حال توسعه می باشند
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